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В математике одним из  главных перво-
начальных понятий было и  остается чис-
ло. «Числа правят миром» – это изречение 
Пифагора, бывшее девизом школы и пифа-
горейцев  – его учеников было и  остается 
актуальным и  сейчас, много веков спустя. 
Навыки работы с числами, выполнение раз-
личных вычислений без помощи современ-
ных средств вычислений ценится высоко 
и в наше время. Не зависеть от различных 
приспособлений для  счета, уметь просчи-
тать на несколько ходов вперед – это необ-
ходимое умение сегодня.

Кроме операций сложения, вычитания, 
умножения, деления существует операция 
возведения числа в степень и ей обратная – 
извлечение квадратного корня. С  данной 
операцией я познакомилась в этом учебном 
году и  меня увлекла неординарность этой 
операции. Так появилась заинтересован-
ность и желание узнать, как можно вычис-
лить квадратный корень из  разных чисел, 
особенно тех, которые не  вошли в  табли-
цу квадратов. На  экзаменах по  математике 
не разрешены калькуляторы, а при решении 
текстовых задач часто требуется извлечь 
квадратный корень из  чисел, больших тех, 
которые входят в  таблицу квадратов двуз-
начных чисел. Этим требованием к  нам, 
избалованным различными гаджетами, со-
временным учащимся обусловлена актуаль-
ность данной работы.

Цель работы: исследовать методы извле-
чения квадратных корней, которыми возмож-
но воспользоваться, не имея калькулятора.

Задачи: 
– изучить литературу по данному вопросу;
– рассмотреть особенности каждого 

найденного метода и его алгоритм;
– показать практическое применение по-

лученных знаний и  оценить степень слож-
ности в использовании различных методов.

Объект исследования: квадратные кор-
ни из действительных чисел.

Предмет исследования: особенности 
методов извлечения квадратных корней без 
калькулятора.

Методы исследования:
– поиск методов извлечения квадратных 

корней из больших чисел;
– сравнение найденных способов;
– анализ полученных способов.

1. Определение квадратного корня 
из числа

О возникновении операции извлече-
ния квадратного корня на  примере S=a2, 
когда а=3  S=9; a=7  S=49, а  если S=81  то 
а∙а=81 а=9, а если S=3 а∙а=3 а2=3 а=√3

Квадратным корнем из неотрицательно-
го числа а называют такое неотрицательное 
число, квадрат которого равен а. Это число 
обозначают √а, число а при этом называют 
подкоренным числом.

Если а – неотрицательное число, то 
21)  0      2) ( )a a a≥ = .

Если а < 0, то уравнение х2 = а не имеет 
корней, говорить в  этом случае о  квадрат-
ном корне из числа а не имеет смысла.

Таким образом, выражение √а имеет 
смысл лишь при а ≥ 0.

Операцию нахождения квадратного кор-
ня из неотрицательного числа называют из-
влечением квадратного корня.

Числа, квадратный корень из которых из-
влекается и является целым числом, часто на-
зывают квадратными 1=12; 4=22; 16=42; 81=92 
Эта операция является обратной по отноше-
нию к возведению в квадрат.

Во время работы над данным исследо-
ванием мною была обнаружена интересная 
информация. Оказывается, существует не-
официальный праздник, посвященный ква-
дратному корню.

День квадратного корня – праздник, от-
мечаемый девять раз в  столетие: в  день, 
когда и число, и порядковый номер месяца 
являются квадратными корнями из двух по-
следних цифр года (например, 2  февраля 
2004 года: 02–02–04).

Впервые этот праздник отмечался 9 сен-
тября 1981 года (09–09–81).

Основателем праздника является школь-
ный учитель Рон Гордон из  города Редвуд 
Сити, Калифорния, США.

По объективным математическим при-
чинам этот праздник может отмечаться 
строго девять раз в столетие: семь раз в пер-
вой половине века и  дважды  – во второй, 
всегда в одни и те же дни:

1 января хх01 года
2 февраля хх04 года
3 марта хх09 года
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4 апреля хх16 года
5 мая хх25 года
6 июня хх36 года
7 июля хх49 года
8 августа хх64 года
9 сентября хх81 года
При этом интересно заметить, что про-

межуток (в годах) между праздниками со-
ставляет непрерывную последовательность 
нечетных чисел: 3,5,7,9,11,13,15,17.

Итак, извлечение корня n-ой степени 
из  числа a  – это нахождение числа b, n-ая 
степень которого равна a. Когда такое число 
b найдено, то можно утверждать, что мы из-
влекли корень.

2. Некоторые признаки существования 
квадратного корня из числа

1) Точный квадрат целого числа не мо-
жет оканчиваться цифрами 2, 3, 7, 8, а также 
нечётным количеством нулей:

3600 60 

6561 81 

2704 52 

8649 93 

7056 84

4225 65

=

=

=

=

=

=  
2) Квадрат натурального числа либо де-

лится на 4, либо при делении на 8 даёт оста-
ток 1:

8_1089
1368

_ 28
24
_ 49

48
1

Число 1089  выполняет это условие, 
но мы должны проверить его еще и на дру-
гом свойстве.

3) Квадрат натурального числа либо де-
лится на 9, либо при делении на 3 даёт оста-
ток 1.

1089/9=121/
Число 1089  выполняет все 3  условия, 

поэтому оно является квадратом числа, 
а именно 

21089 33=

Можно ли утверждать, что если число 
удовлетворяет одному или двум признакам 
оно является целым квадратом?

Возьмем 2 числа: 2916 и 2849
Число 2916 заканчивается цифрой 6, то 

есть оно может иметь точный квадрат.
Число 2849  заканчивается цифрой 9, 

и оно также удовлетворяет 1 признаку.
Проверим их на другом признаке:
Число 2916 поделим на 4, получим 729, 

оно удовлетворяет 2 признаку.
Число 2849 делиться на 4, но остатком, 

получим 712,25. Проверим делиться ли оно 
на 8 с остатком 1. Получим 

1356
8

. Оно так-
же удовлетворяет 2 признаку.

Проверим последний признак:
Число 2916 поделим на 9, получим 324, 

оно удовлетворяет 3 признаку.
Число 2849  делим на  9, получаем 

316,(5). Поделим его на 3, получим 949,(6). 
Это число не удовлетворяет 3 признаку, по-
этому из этого следует, что полный квадрат 
числа должен удовлетворять всем 3 призна-
кам. Недостаточно, чтоб число удовлетворя-
ло 1 или 2 признакам.

Числа, из  которых нельзя извлечь точ-
ный квадратный корень, можно извлечь 
лишь приближенный корень

3. Подбор числа

Вычислим число 3136 .
Первый этап. Нетрудно догадаться, что 

в ответе получится 50 с «хвостиком». В са-
мом деле, 502=2500, а  602=3600, число же 
3136 находится между числами 2500 и 3600.

Второй этап. Найдем «хвостик», 
т.е. последнюю цифру искомого чис-
ла. Пока знаем, что если корень извле-
кается, то в  ответе может получиться 
51,52,53,54,55,56,57,58  или  59. Проверить 
надо только два числа: 54  и  56, поскольку 
только они при возведении в квадрат дадут 
в  результате четырехзначное число, окан-
чивающееся цифрой 6, т.е. той же цифрой, 
которой оканчивается число 3136.

Имеем: 542=2916 – это число не подходит 
562=3136 – это то, что нужно. Значит, 

3136 56= .
Но этот способ затратный повремени 

и не  всегда возможный, но  самый распро-
страненный, ведь хотя бы единожды, но им 
пользовался каждый.

4. Разложение на множители 
Для извлечения квадратного корня можно 

разложить число на простые множители и из-
влечь квадратный корень из  произведения. 
Возьмем число 5184 и разложим его:
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5184	  2	

2593	  2	

1296	 2	
2 2 2 2 22 2 2 3 3 2 2 2 3 3 72⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =

648	 2	 5184 72=  

324	  2	

162	  2	

81	  3	

27	  3	

9	  3	

3	  3	

1

Но этот способ затратный по времени и 
не всегда полезен если забыть таблицу ум-
ножения.

5. Использование таблицы квадратов
В первом столбце таблицы квадратов 

записаны десятки, а в первой строке табли-
цы  – единицы. Поэтому, чтобы посчитать 
квадрат числа нужно сначала посмотреть 
на  первый столбец таблиц квадратов, а  за-
тем на первую строчку.

Пример 1. Необходимо посчитать ква-
драт числа 76. Для этого находим в первом 
столбце таблицы квадратов число 7, а в пер-
вой строке – число 6. На пересечения нуж-
ной строки и нужного столбца находим чис-
ло 5776, что и является квадратом числа 76.

Пример 2: Необходимо найти по таблице 
квадратов квадрат числа 38. Для этого в пер-
вом столбце выбираем число 3, а в первой 
строке таблицы квадратов находим число 8, 
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спускаемся на  пересечение нужной строки 
и нужного столбца ответ 1444.

Пример 3: Необходимо найти корень 
из числа 7056. Найти корень, значит найти 
такое число, квадрат которого дает 7056. 
Ищем в  таблице квадратов указанное чис-
ло, смотрим на заголовок строки 8, смотрим 
на заголовок столбца 4. Таким образом, от-
вет 84

Но этот способ может быть недействи-
тельный, когда под рукой нет таблицы

6. Метод отбрасывания полного 
квадрата (только для четырехзначных 

чисел)
Сразу стоит уточнить, что этот способ 

применим только для  извлечения квадрат-
ного корня из точного квадрата, а алгоритм 
нахождения зависит от величины подкорен-
ного числа.

Извлечение корней до числа 752 = 5625
Например: 

3969  3800 169 38 25 63= + = + = .
Число 3969  представим в  виде суммы, 

выделив из  этого числа квадрат 169, затем 
выделенный квадрат отбрасываем, к  числу 
сотен первого слагаемого (38) прибавляем 
всегда 25. Получим ответ 63.

Извлечение корней после 752

Например: 

7744 7600 144 76 12 88= + = + =  
Число 7744  представим в  виде суммы 

7600  и  выделенного квадрата 144. Затем 
к числу сотен прибавить квадратный корень 
из 144, равный 12.

Получим ответ 88

7225  7000 225

70 225 70 15 85.

= + =

= + = + =  
Число 7225  представим в  виде суммы 

7000  и  выделенного квадрата 225. Затем 
к числу сотен прибавить квадратный корень 
из 225, равный 15.

Способ доступен если помнить квадра-
ты чисел от 11 до 29.

7. Метод разбиения на грани

Вычислим: 763876  .
Число разделяем на  грани (по два раз-

ряда) от запятой: 76`38`76. В числе три гра-
ни – значит, в корне будет три разряда. Сна-
чала старшая грань 76.

Подбираем наибольшее число от  1 
до  9  такое, чтоб его квадрат был меньше, 
чем 76. Это число 8 (т.к. 8∙8=64, а 9∙9 = уже 
81, то есть > 76).

Заносим 8 в ответ – это старший разряд 
ответа (сотни).

Вычитаем 64 из 76 – остаётся 12.
Сносим к 12–ти следующую грань – 38. 

Получается 1238.
Удваиваем то что в ответе – восьмёрку. 

Получается 16 – запишем 16 слева от 1238.
Приписываем к  16  справа коробочку 

для ещё одного разряда.
Подбираем наибольшее число от  1 

до 9 такое, чтоб 16#∙# было не больше, чем 
1238. Это число 7  (т.к. 166∙6=996<1238, 
167∙7=1169<1238, а 168∙8=1344, то есть уже 
> 1238).

Заносим 7 в ответ – это следующий раз-
ряд ответа (десятки).

Вычитаем 167∙7 из 1238 – остаётся 69.
Сносим к 69 следующую грань – 76. По-

лучается 6976.
Удваиваем то, что в ответе – 87. Получа-

ется 174 – запишем 174 слева от 6976.
Приписываем к  174  справа коробочку 

для ещё одного разряда.
Подбираем наибольшее число от  1 

до  9  такое, чтоб 174#∙# было не  больше, 
чем 6976. Это число 4  (т.к. 1743∙3=5229, 
1744∙4=6976, а  1745∙5=8725, то есть уже > 
6976).

Заносим четвёрку в  ответ  – это будет 
разряд единиц.

Вычитаем 1744∙4  из  6976  – остаётся 
ноль.

Способ универсальный, применим к це-
лым и дробным числам, но угадывание циф-
ры требует логического мышления и  уме-
ния быстро вычислять столбиком.

76 '38'76 874
64
1238
1169
1744 6976

4

16 7
7

1169
6976

0

=

°

 
Алгоритм основан на формуле

(10а+b)2=100а2+20аb+b2=100а2+(20а+b)b.
Первый раз вычитаем квадрат, далее, 

приписывая по одной цифре к результату, к 
числу под корнем, тем самым, приписываем 
две десятичных цифры. Отсюда разбиение 
на пары (видно из формулы). Вычтя квадрат, 
Необходимо вычитать дальше числа вида 
(20а+b)b, где 2а  – удвоенный известный 
на  данный момент результат, приписывая 
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к  нему цифру, получаем 20а+в, умножаем 
на эту самую цифру, имеем (20а+b)b.

2аb=2∙10а+b=20а+b.

8. Вавилонский способ
Число х древние вавилоняне представ-

ляли в виде суммы а2 + b, где а2 ближайший 
к числу х точный квадрат натурального чис-
ла а и пользовались формулой: х=а2+b

 2

2
bX ba a
a

= + ≈ +

1) 
227 25 2 5 5,2

2 5
= + = + =

⋅  

2) 
468 64 4 8 8,25

2 8
= + = + =

⋅  

3) 1700 1600 100  
100 5=40  40  41,25
80 4

= + =

+ = + =

 

4) 2 328 5 3 5   5,3
2 5

= + ≈ + =
⋅

 

9. Метод вычетов нечетного числа
Этот метод заключается в том, чтобы по-

следовательно вычитать нечётные числа 1, 
3, 5, 7 и т.д. пока не дойдете до нуля, а затем 
подсчитать число вычитаний. Это и  будет 
ответ. Например: найдем корни 529  и  784. 
Возьмем число 529 

529–1=528–3=525–5=520–7=513–9= 
=504–11=493–13=480–15=465–17=448–19= 

=429–21=408–23=385–25=360–27= 
=333–29=304–31=273–33=240–35=205–37= 

=168–39=129–41=88–43=45–45=0
Общее количество вычитаний = 23, по-

этому √529 = 232

784–1=783–3=780–5=775–7=768–9=759–
11=748–13=735–15=720–17=703–19= 

=684–21=663–23=640–25=615–27=588–
29=559–31=528–33=495–35=460–37= 

=423–39=384–41=343–43=300–45=255–
47=208–49=159–51=108–53=55–55=0.
Общее количество вычитаний = 28, по-

этому √784=282.
Метод из-за своей медлительности ино-

гда называют «Методом черепахи», неудо-
бен для больших чисел.

10. Использование формул сокращённого 
умножения

Используя формулы квадрата суммы 
или квадрата разности 

(-a – b)2=(a + b)2 ; (b – a)2=(a – b)2 

можно практически устно возводить в ква-
драт числа, оканчивающиеся на 1,2,8 и 9.

712=(70+1)2=702+2∙70∙1+12= 
=4900+140+1=5041;

912=(90+1)2=902+2∙90∙1+12= 
=8100+180+1=8281;

852=(80+5)2=802+2∙80∙5+52=80(80+10)+25= 
=80∙90+25=7200+25=7025.

Замечаем, что для  вычисления 852  до-
статочно было умножить 8 на 9 и к получен-
ному результату приписать справа 25. Ана-
логично можно поступать в других случаях. 
Например, 352=1225 (3∙4=12 и к полученно-
му числу приписали справа 25); 652=4225; 
1252=15625  (12∙13=156  и  к  полученному 
числу приписали справа 25)

Доказательство отмеченного факта.
Пусть число а  оканчивается цифрой 5, 

это значит, что а=10b+5, где b – число, полу-
ченное из числа а отбрасыванием последней 
цифры 5. 

Тогда 

а2=(100b+5)2=100b2+25=100b(b + 1) +25.
Получили, что число b надо умножить 

на b+1, умножить полученное произведение 
на 100 и затем прибавить 25. Это равносиль-
но тому, что к  числу b(b+1) справа припи-
сать 25. 

Заключение
В ходе работы исследовались методы 

извлечения квадратных корней, которыми 
возможно воспользоваться, не имея кальку-
лятора. Для этого мною изучена различная 
литература и сайты Интернета по данному 
вопросу. Во время изучения обнаружила во-
семь методов извлечения квадратных кор-
ней, описанных в  литературе. Рассмотре-
ны особенности и  алгоритм семи методов, 
а также показано практическое применение 
этих методов. Сравнивая степень сложно-
сти в применении каждого из методов мож-
но сделать следующий вывод: в различных 
случаях применимы разные способы в зави-
симости от чисел и степени подготовленно-
сти извлекающего квадратный корень. Но, 
несомненно, владение каким-либо навы-
ком извлечения квадратного корня из  дей-
ствительного числа необходимо, чтобы 
чувствовать себя уверенно в  вычислени-
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